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Syntax
Ξ ∈ PROPIDENTIFIER, S ∈ SETIDENTIFIER, ℓ ∈ LABEL, Ψ ∈ ATOMICPROP
Φ ∈ PROP, E ∈ SETEXP, U ∈ ASSUMPTION, J ∈ JUDGMENT, Γ ∈ CTXT
Ψ ::= Ξ | E = E | E ∈ E
Φ ::= Ψ | ⊤ | ⊥ | Φ ∧ Φ | Φ ∨ Φ | Φ ⇒ Φ | ∀S.Φ | ∃S.Φ
E ::= S | ιS.Φ
U ::= ℓ : Φ use | S set | Ξ prop
J ::= E set | Φ prop | Φ use | Φ verif
Γ ::= U , . . . ,U (each label ℓ and set variable S unique in Γ)
∃!S.Φ(S) ≡ (∃S.Φ(S)) ∧ (∀S1.∀S2.Φ(S1) ∧ Φ(S2) ⇒ S1 = S2)

jwf : JUDGMENT → JUDGMENT (Well-formedness Judgment)

jwf (E set) = E set

jwf (Φ prop) = Φ prop

jwf (Φ use) = Φ prop

jwf (Φ verif) = Φ prop
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Γ ⊢ J Entailment

Γ, ℓi : Φi use ⊢ Φi use
(hypUℓi)

Γ ⊢ Ψ use Γ ⊢ Ψ prop

Γ ⊢ Ψ verif
(atomic)

Γ ⊢ ⊤verif
(⊤I)

Γ ⊢ ⊥use Γ ⊢ Φ prop

Γ ⊢ Φ verif
(⊥E)

Γ ⊢ Φ1 verif Γ ⊢ Φ2 verif

Γ ⊢ Φ1 ∧ Φ2 verif
(∧I)

Γ ⊢ Φ1 ∧ Φ2 use

Γ ⊢ Φ1 use
(∧E1)

Γ ⊢ Φ1 ∧ Φ2 use

Γ ⊢ Φ2 use
(∧E2)

Γ ⊢ Φ1 verif Γ ⊢ Φ2 prop

Γ ⊢ Φ1 ∨ Φ2 verif
(∨I1)

Γ ⊢ Φ1 prop Γ ⊢ Φ2 verif

Γ ⊢ Φ1 ∨ Φ2 verif
(∨I2)

Γ ⊢ Φ1 ∨ Φ2 use Γ, ℓ1 : Φ1 use ⊢ Φ3 verif Γ, ℓ2 : Φ2 use ⊢ Φ3 verif Γ ⊢ Φ3 prop

Γ ⊢ Φ3 verif
(∨Eℓ1,ℓ2)

Γ ⊢ Φ1 prop Γ, ℓ1 : Φ1 use ⊢ Φ2 verif

Γ ⊢ Φ1 ⇒ Φ2 verif
(⇒Iℓ1)

Γ ⊢ Φ1 ⇒ Φ2 use Γ ⊢ Φ1 verif

Γ ⊢ Φ2 use
(⇒E)

Γ, S2 set ⊢ Φ(S2) verif

Γ ⊢ ∀S1.Φ(S1) verif
(∀IS2)

Γ ⊢ ∀S.Φ(S) use Γ ⊢ E set

Γ ⊢ Φ(E) use
(∀E)

Γ, S2 set ⊢ Φ(S2) prop Γ ⊢ E set Γ ⊢ Φ(E) verif
Γ ⊢ ∃S1.Φ(S1) verif

(∃I)

Γ ⊢ ∃S1.Φ1(S1) use Γ, S2 set, ℓ1 : Φ1(S2) use ⊢ Φ2 verif Γ ⊢ Φ2 prop

Γ ⊢ Φ2 verif
(∃ES2,ℓ1)

Γ ⊢ E set
Γ ⊢ E = E use

(refl)
Γ ⊢ E1 = E2 use Γ, S set ⊢ jwf (J ) Γ ⊢ [E1/S]J Γ ⊢ jwf ([E2/S]J )

Γ ⊢ [E2/S]J
(eq)

Γ ⊢ ∃!S.Φ(S) verif
Γ ⊢ Φ( ιS.Φ(S)) use

(dd)

Γ, Si set ⊢ Si set
(hypSSi)

Γ ⊢ ∃!S.Φ(S) verif
Γ ⊢ ιS.Φ(S) set

(ddS)

Γ,Ξ prop ⊢ Ξ prop
(hypPΞ)

Γ ⊢ E1 set Γ ⊢ E2 set
Γ ⊢ E1 = E2 prop

(=P)
Γ ⊢ E1 set Γ ⊢ E2 set

Γ ⊢ E1 ∈ E2 prop
(∈P)

Γ ⊢ ⊤ prop
(⊤P)

Γ ⊢ ⊥ prop
(⊥P)

Γ ⊢ Φ1 prop Γ ⊢ Φ2 prop

Γ ⊢ Φ1 ∧ Φ2 prop
(∧P)

Γ ⊢ Φ1 prop Γ ⊢ Φ2 prop

Γ ⊢ Φ1 ∨ Φ2 prop
(∨P)

Γ ⊢ Φ1 prop Γ, ℓ1 : Φ1 use ⊢ Φ2 prop

Γ ⊢ Φ1 ⇒ Φ2 prop
(⇒P)

Γ, S2 set ⊢ Φ(S2) prop

Γ ⊢ ∀S1.Φ(S1) prop
(∀P)

Γ, S2 set ⊢ Φ(S2) prop

Γ ⊢ ∃S1.Φ(S1) prop
(∃P)

Page 2


